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数学的な思考･表現形式を活かした授業づくりの研究
-3年あまりのあるわり簿の実践を通して一
山断 定尭※
研究の壁約
第教科改訂の装本方針では､問題を解散したり､判断や推論したりする過程で墨筆;
な働きをするものとして､帰納的な考え､戟椎的な考え､横棒的な考えの3つの思考
形式があげられている｡
本納はその3つの数学的思考.表現形式を児童に養うことを目的とし､規則蔑見の
:授菜モデルをまず偲案する｡次に授繋実践を通 して､数丑についての規則 (本研究で
は､除数>あまり)を発見し､その規貝りを使えば未知の計算のTE誤も判断できる良さ
を味合わせる授業づくりの一規範を示すとともに規則発見の授慧モデルの有効性を示
すものである｡
キーワー ド 帰納的な考え 頬椎的な考え 演樺的な考え 規則発見の授業モデル
1第教科改訂の基本方針
学習指導要領(2008)第1節算数科の日原
の解脱で托､r昇教科においては,剛題を解
決したり.判断したり,推論 したりする過稜
において,見通 しをもち筋道を立てて考えた
り表現したりする力を高めていくことを重要
なねらいとしている｡こうしたねらいは他教
科等においても目指 しているところである
那 .特に算数科の中では,帰納的に考えたり,
南緯的に考えたりするなどの版面が数多く現
れる｡さらに算数の内容のもつ系統性や客観
性から見ても,上記のねらいに最も大きな貢
献ができると考えられるo｣(F線は巧者によ
る)と述べられ､特に帰納的な考え､額椎的
な考え､演樺的な考えの3つの推論の育成が
算数科で求められている｡
また､3つの推論について解説では､帰納
的考えを ｢幾つかの具体例を調べて共通性を
※共庭市立美川小学校
見つける｣考え､類推的考えを ｢類似の場面
から推測する｣考え､演坪的考えを ｢ある前
提を基にして説明していく｣考えと分かりや
すく規定している｡
2 推論の規定をふまえた授業モデルの試案
(1)3つの推論の規定
学習指導要領で規定された経論について､
もう少 し詳しく規定する｡そして､本稿の3
つの推論は次の規定によるものとする｡
①類推(Analogy)
特定の歩物に基づく情報を､他の特定の事
物-適用する際､特定の市物間の何らかの類
似に基づいて適用する静知過程
②帰納(Induction)
個別的 ･特殊的な事例から一般的 ･普遍的
な規則 ･法則を見出そうとするボ トムアップ
な推論方法｡類推も帰納の一部であるが､本
稿では類推と区別するために狭鹿の帰納であ
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る枚挙的帰納法(EnumerativetnductlOn)を帰
納とする｡
@#* (Deduction)
一般的 ･常遍的な前提から､より個別的 ･
特殊的な結論を得るトップダウン的な推繭方
法
(2)規則発見の授業モデル
3つの推論について2- (1)の規定を基
に､数学的規則を発見する授其過程のモデル
を考えてみると､図 1のようなモデルが構成
できる｡
(D類似する場面の提示
授禁の専人に当たる部分である(発射以する
2つの場面が提示され､ひょっとするとこん
な規則があるのではないだろうか､と放似作
を鵜に直観的に7'-想する削分である｡矧以す
る場面は既習事項と虎習帥カ､末習恥 須同 亡
が考えられるo規則をヤ怨する際､児ilが働
かせる主な考えは類推的な考えである｡
②他の幾つかの具体例で予想した規則の検
証
授業のFけ〕解決と練 り上げに当たろ部分で
あるD児薮は類推的に予想した規則が､他の
場面でもよいかどうか確かめる.働かせる1
な考えは帰納的な考えであるo Lかし､帰納
的に導いた規則は常にltしいとは言い切れな
い.どうしてそうなのかWlt由を明確に出来て
こそ､規則として認めることができるのであ
る｡反省的に具体物や図､言葉､式を用い児
戯に説P)Jさせる必要があるO
(卦規則を用いて､未解決の課題を説明
理由がはっきりした規則を用いて､未解決
の間越を分析的に説明させる､授業でけ活用
･発展的な部分に当たるところである｡
もちろん､理由がはっきりした規則が未解
決の問題で使えそうかどうか判断する考えは
類推的考えではあるが､児童が働かせる主な
考えは衝椎的考えである｡この活動により､
理由がはっきりした規則は拡張され､徐々に
一般化されていくと考えられるO
3 数学的理解の2軸過程モデルとの類似性
(1)数学的理解の2軸過程モデル
小山(2010)は ｢①数学的理解はどのような
水畔によって深化するか｡②ある水利 こおい
てどのように数学的思考が展開するか｡｣の
研究を通 して､2相過程モデノレ(Two-axes
Process Model)を構築 している｡そのモデル
の横軸(horlZOntalaxIS)には､②の研究を基に
3つの数学的思考 (直観的思考三 反省的思
考三 分析的思考)を位疋づけ､3つの思考
表 1 3つの数学的思考
★直観的思考(intuitivethinking)
学習者である児壷が具体物あるいは概
念や性質などの数学的対象を操作する直
観的な活軸における思考
★反軒的思考(reflectivethLnklng)
学習者である児展が自らの括軌や操作
に注意を向け､その操作や操作o)結果を
悪阻化し､蘭や言張によって表現するこ
とを目的とする思考
★分析的思考(analytlCa日加nklng)
学習者である児征が表現したものをよ
り洗練 して数学的に表現 したり､他の例
で確かめたり､それらu)つながりを分析
Lたりすることに上って､統合を図るこ
とをL柑Jとする思考
引川 ｢数学的理解の過程モデルのEJr究｣
小山正孝著 聖文新祉 2010 P230
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の相互作用的関係によって､数学的理解の水
畔が上旅することを述べている｡
小山が規定する3つの思考は衷 1の通りで
あり､一部割愛し引用する｡
小山はこの横軸の思考を 】～3時間程度の
授兼に適用することを想定している｡
この理論は規範性において､式の規則を発
見する授業のモデルづくりにも大きな示唆を
与えるが､かなり一般化されているので､指
導者はこの理論を4i元や内容に応じてより具
休化し､単元や内容に応じて具体化する必要
があると考える｡
(2)2軸過程モデルの横軸の具体化
先に述べた推論の規定をふまえた規則を発
見する授業モデルの試案は､図2の通り､小
山の規定する3つの思考をより具体化したも
のであるととらえられる｡
r42数学的思考の具体化
小山の数学的思考 具体化モデルの試案
直観的思考 ①2つ以上の資料から
類似性を直観的にとら
え､規只りを類推するC
I ②他の穀つかの具体例
反門 考 で予想した規則の帰納的に検証するo
1 ③規則を用いて､演緯
分析的思考 的に未解決の牒越を税
式や表､グラフ等を見て規則をサ想する類
推的なm･動は､具体的な数'iL':的対象を操作す
Lg13 問題提示
る直観的な思考が前提である｡また､類推的
に予想した規則が､他の場面でもよいかどう
か幾つか具体例を調べたり確かめたりし､そ
の理由を考える帰納的な活動は､操作の結果
を音階化し､図や言葉によって表現する反省
的思考である｡さらに､理由がはっきりした
規則を用いて､未解決の問題を説明させる浜
原的な活動は､他の例で確かめた規則の統合
を図る分析的思考であると考えられる｡
したがって､規則を発見する授業過程のモ
デルによって､児童の教学的理解の水準は上
昇すると考えられる｡
4 規則を発見する授業過程のモデルに即
した授業の構想
(1)除数と余りの大きさの規則
授業過程モデルで取りとげる題材は､｢2
つの整数a､bに対して､a-bXq十r
O≦ r<bとなる整数の組q､ rが唯一存在
する｣という葬術の基本定理である｡
そこで､2つの数bIrの大きさの関係を
類推しながら規則を予想し､他の幾つかo)良
体例で規則 ｢b>r｣を帰納する｡そして､
その規則を旗棒的に使って計芽の正誤を判断
する､という過程を通して､思考形式の鹿本
である類推 ･帰納 ･演縛の数学的考え方を児
壷に養おうと考えた.
(2)導入の場面
まず導入についてである｡図3の授業プ
rわ る 軌 と .●T T の 大 e 亡 の き ゃ Tr
響 ふ 諾 ア^.完 :'i吉;:'tDut吉5'わ
､ て､伺こL _でLfう一rl
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リン トの通り､入れ物
に飴を入れておく｡こ
れを4人で等 しく分け
る場面を設定したO飴
の数は変数で､○をプ
レイスホルダーとして
○ ÷4
と立式させる｡
(3)表を基にあまり
の数を類推する
同4の辿 り､まずO
が 8晒～ 23個の.R を
提示する｡
余 りであるロにどん
な数が入るか､飴が8
佃から19個までの余
りを見て､予想させるc
0.1.2.3が繰 り返 し
女れることから､規則
を概推 的 に考 え させ
るJ
次に､5人で等 しく
分けた場合の表 (図5)
を見せ､余 りである口
に どん な数が入 るか
を､4人で等 しく分け
た場合 の頴似性 を基
に､底感を働かせ類推
させ.予想 される規則
を決めさせる｡
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また､5人で等 しく分けた場合を考えさ
せることで､除数が他の
数の],湯合はどうかと児
量が自然に思 うよう､次
の活軌である帰納的活動
の布TTを打つC
(4)他の数の場合を調
べた り､理由を考えた
りして規則を帰納する
図6 帰納的活動
類推的にとらえた規則が､他のどんな除数
でも巧てはまるか､他の除数で調べたり､鞄
巾を教具を用いて具体的に考えたり､L叫や言
葉を用いて反省的に考えさせる活動が､凶6
での柑納的活動である.
ここでは除数を6や 7､8等にして調べて
みたいと考える児童が予想されたので､図 7
のようなワークプリン トを用意し作R:tに要す
る時間の短縮を図ることにした｡
教具としては､写点 10r)ような関係図に先
展する教典を
開発 し､児藍
--一人ひとりに
具体的に操作
させることに
した この教
具を使って､
これまでかけ
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貨やわり算､あまりのあるわり算で児巌は具
体的な操作括動を行ってきている｡
同7 ワークプリント
(5)演禅的に見つけた規則を用いて､未解
決の課題を説明する
みつけた規則を用い
図7の通り､
51÷6-7あまり9
の正誤を判断し説明す
る演縛的枯動である｡
市に公開した授賃である｡
5 授業の実際
(1)導入の券面
間越を擬示した後､写庄2の本当にアメが
入った入れ物を見せる｡
T この入れ物のq｣にアメが入っています｡
このアメを何人で分けるの?
C 4人ですC(Cn いいですO)
図8 横棒的活動
■ヽ ′ヽ■■Ljfあ.これは正しいC)I1' 5】÷6-7あまり9iI 正しい 正しく○い
れ し●う 耽GlrtI抄ZいlTL,.Lうn丁JtつMだ盲i寸ii盲i盲亡う-L~ltiLi瓦 ~
056÷7=7一うまり7 ◎ 85十g=8あまりユ3
HSつて^)
除数の6と余りの9に注目し､除数<余りだ
からこの式の解は執りであると､児紫が判断
するのである｡
さらに発展問題として末習の3位数÷2位
数である､ 120÷23-4あまり28
の正誤も演梓的に判断し鋭明する｡
まず除数と余りに注目し､次に除数と余り
を比較し､最後に 除数<余り であるかlJ､
式の解が誤答であることを分析的に判l析でき
るようにするのである｡
このような授業構想をまとめた持草案を最
後のページに賢料として示す｡この授業は
T 一人分は何個?
C ええ｡入れ物に何個あるかわからん｡
T 何個ぐらいは育っていると思う?
cn (口々に予想を言う｡)
T 入れ物の中のアメを○個と考えたら､ど
んな式になるかな?
C 一人分を求めるのはわり算ですね｡
だから､○÷4だと思いますO
(cn いいです｡)
(2)表を基にあまりの数を類推する
図4の表を提示して､余りの口に入る数を
2008年度の岡山県授業改革委員として演庭 類推させる｡
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T 余りの口にはどんな数が入るか針界しな
くても戸想できた人?
C ぼくは､0,I,2,3だと,J且いItすo
坪内は､この下を見ると､全部0,1,
2,3ですねOだから､0,1,2,3
だと思いました｡
C 詳しくして､私も0,i,2.3だと,liI､
います｡A君が行ったように8÷4から
19÷4まで0,1,2,3､0. 1,
2,3となっていますね｡だから､0,
1,2,3だと思いました｡どうですか｡
Cnいいです｡
計算で求めた児童もいたが､｢計許しなく
ても｣と指示を出したので､表から規則を類
推するようになった｡
この後､5人で分けた場合の余りの規則を
考えさせることで､除数>余りを煩推的に予
想させたD
(3)他の数の場合を調べたり､理由を考え
たりして規則を帰納する
T 調べた結果を教えて?
C 私は7で割ってみました｡そうすると余
りは0,),2,3,4,5,6でしたc
T で､予想はあってい圭したか?
C あっていました｡
C ぼくは､6で割ってみました｡そうする
と余りは 0,1,2,3,4.5でした｡だからf･想
はあっていると思いました｡
他に8や9で割ってみた例が発表され､ど
れも十想が当たっていることを帰納的に確か
めた｡
T どうして割る数>余りなのかなありたま
たま9までがそうなっているんじゃあな
いの?理Ehをはっきりさせて｡
(坪由を説明できる児竜が現れなかったため､
写虫5の演示用教具を具体的に操作しながら
発間をより具体El/Jな発間に修正した.)
T どうして4で割ると余りが4にならない
の?5で割ると5にならないの? 6で
割ると6にならないのり割る数と余りは
どうして一緒にならないの?6で割る時
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余りが6にならない理由を考えて｡
児壷は各自､教具を用い (写真6)具体的
に解決し､説明の方法を考え､ホワイ トポー
卜に説明をTJいていった｡(写真7の1-3)
T どうして､6でわると余りが6にならな
いのかなあ? (演示用教具に余り6をお
きながら)
C 私はこれ (演示用教具)で説明しますU
まず､6人分けますね′`だから (6つ戸
を開く｡)こうなりますね｡すると､あ
まりの6個は (1つずつ配る)こう配れ
ますね｡だから､6にはならないと思い
ます｡
C (写臭 7の1)ぼくはLiHこしてみました.
もし余りが6になったら､もう1つずつ
あげれま十ねOだから答えは]増え､
20÷6-3あまり2 になって､答
えは1増えるんだと思います｡
(この児壷の説nJ=二20÷6-2あまり
8 と言 う式がないので理解しにくい｡)
C 賛成で､(写寅 7の2) 6余るなら6人
いたら､図のように､1つずつ､
C あれ､4人しかおらんが｡
T 確かに4人だよ｡赤ペンで直してみて｡
C こんなふうに6人にもう1つずつあげれ
ますねCだから､6にはならないと思い
ます｡
(説明が続く)
T じゃあ､5で割った時余りが5にならな
いの圧?
C もう1つずつ分けられるから｡
T じゃあ､7で割った時余りが7にならな
いのは?
?
?
?
?
もう1つずつ分けられるから｡
だからきまりは?
割る数は余りより大きい｡
(4)演禅的に見つけた規則を用いて､未解
決の課煙を説明する
T 51÷6-7あまり9 の計算はJl三し
いの?
T (少し戸惑う児童に)何と何を比べる?
(二 割る数と余り｡分かった｡
T 正しいですか?
C 割る数より余りが大きいですね｡だから
適うと思います｡
C 9余ったら､6人にもう】個配れますね｡
だから､この計算は適うと思います｡
T そうだね｡｢割る数は余りより大きい｣
というきまりを使 うと､わざわざ､
Cn 計節しなくてもいい｡
T 練習①②③をやって｡
T 練習①は? (56÷7-7あまり7)
C 寄りる数より余りが大きいですね｡だから
適うと思います｡
T 練習②は? (85÷9-8あまり13)
C 割る数より余りが大きいですね,だから
違うと思います｡
T みんなが4年になったらする計算だけど
(120÷23-4あまり28)
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C 割る敬 よ り余りが大 き い か ら違 うと偲い
ます｡
T 実はそうなんです04年+_で詳しく勉強
して下さい｡
6 授業の省察
(1)児童の思考形式の様相のマッピング
図9 PirFe&Kirenの超郎 朋 モfJL
P)rle& Klren(1989)が提案した超越的lJi･)汁.,
モデルけ､児童の教学的なノ且考水準を観察す
るのに有効である｡(図9)
木幡の授7蔓で写出7の1の説明を.JTtいた児
和は､餌に入ったアメを提ホされ4人で等し
く分 け る場面のイ メー ジづ く り(Image
Making①)を行ったQそして､その結果を整
理 した衣を観察 しイメ-ジを所有 (Image
Havlng②)し､余りが0.1.2.3である
という性質認知(proper一y NotlCingQ))を動作
的に行ったOさらに､除数が5の場合では､
4の場合を基に､余りにどんな惟質があるか
という性質認知(property Noいcing④)を軸椎
的に/ffった､この一連の満動が本時の類推的
思考形式による活動であるO
次に写真7の 1の児竜は2つU)余り仕'EEか
ら､規則 (除数>余り)を帰納的に (,想 し､
そa)7･怨が他の勘合も当てはまるかどうか､
帰納的に除数が6や 7､8､9の場合を計第
という初折的認識(primitlVe KJIOWing⑤ 前
が Dolng)に立ち返り確かめたり､教具を用
いて珊由を考えたりしたOそして､その規則
がJELいと言 う他質認知(property NotlClng
⑥)を再び行った｡そして､図や言姫､式を
上的 ､､児薮は理由を説明し､｢除数>余り｣
であることを確かめたDこの一連の活動が本
時の帰納的思考形式による活軸である｡
最後に､見つけた規則を仕って､演鐸的に
5ユ÷6-7あまり9 のII:.誤を説明する活
軸を行った｡
鮎剛を活用することに戸惑った児壷もいた
が､｢何と何を比べるの?｣という補助党閥
に上り､除数と余りにljを向け｢除数>余り｣
という持っているイメージ(ImageHaving)を
使って､この式の解が剛違いであることを判
断し説明する活動を行った.そして､改めて
規則の認知(property NotlCLng⑦)を行ったC
これらの活動をPirie&Kiren(1989)が提案
した超越的再･Mモデル トにマッピングすると
阿 10のようになるc
PJrie&Klrenの超越的再帰モテルによるマッピング
写iT17の ]の児童は初源的認識 (prlmitive
Knowlng 以前が DoiLlg) か ら推断認 知J
(property NotlCing)の側を ｢推論の規定をふ
よえた授業モデル ｣にしたがって何度も超越
的に､また再帰的に行き来した.そして､見
つけた規則についての認乱を深d)るととも
に､児塵にとって自己l.･Fj御】力となるメタ認知
的知減として ｢除数>余V)｣を押解し､本時
で未解決である式のjL誤の判断に役立てられ
るようなっていった｡
(2)児童の表現形式の様相のマッピング
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へ図 11 成規体系の此翁
2008年の学習指導要領では､思考と表現
とは表裏一体である､ととらえられている｡
そこで表現についてもマッピングを試みる｡
図 11は中原(L995)の表現体系を参考にし
た堆者の表現体系試案(2009)である.児童が
概念を形成するには､現実の問題視面を取り
出し､それを数学的に具体的に操作する｡そ
して､その活動のイメージを基に図にしたり､
短い言薬で言語 ･命題的に表現したりする｡
そして､罪数の言草である記号で表現するこ
とで概念の形成を一端完了すると考えている
図である｡しかし､必要に応じては､下の表
現に戻って考えることや同じ表現内でも抽象
度が低くく､より分かりやすい表現に戻るこ
とを矢印で示している｡
また､下から順に Bruner(1966)の認知形
成過程に習って､E(Enact】veRepresentatlon)
I (TconIC Representation)S (SymboHc
Representation)原理の順に認知形成が行われ
るようにしている｡
本時における帰納的な自力解決の活動を､
先の超越的再帰モデル上のマッピングと同様
に､この表現体系試案 ヒにマッピングしてみ
た｡(図 12)
すると3通りのパターンが見られた｡
1つめは帰納的に見つけた ｢除数>余り｣
の躍如を教具を用い､6人で分けた場合余 り
が6になると､6人に1個ずつ配れることを
図 12表現体系に毒づくマッピング
配ることができることを具体的操作で示す｡
襖作的に解決し､それを剛 こ表現して言葉で
表す児童である｡写揖7の1の児壷がこのパ
ターンである.図 12ではA-B-C-Dで
~→ -で衷している｡
2つめが写克7の2の児塵のパターンであ
るC具体的な操作活動はせず､図を基に操作
を行い､言葉で ｢6こあまるなら､6人いた
ら､もう1個ずつあげれる｡｣と表現してい
る｡図 12ではア-イークで 日ト で表して
いる.
3つめが写束7の3の児壷のパターンであ
るO教具を用い､6人で分けた場合､余りが
6になると､6人に1個ずつ配れることを操
作的に解決し､それを図に袈現することなく､
青葉だけで表す児童である.図 12ではa-
b一 Cで-->■で表しているC
このように自力解決の活動である帰納的に
規則を見つけ理由を説明する活動は､児東Liに
多様な表現を個の思考の仕方に応じて促すこ
とが分かった.′
(3)｢推論の規定をふまえた授業モデル｣
の有効性について
本時の-事例だけでは､推論の規定をふま
えた ｢規則発見の授業モデル｣の,1j効性を一
般化することはできない｡今後､規則発見の
多くの事例を基に帰納的 ･演縛的にモデルを
検証し修正する必要がある｡
しかし､本時の串例における児垂の思考と
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長堤の様相を2つのマッピングで示した通
り､｢規則発見の授業モデル｣にしたがった
授業の実践では､3つの推論を児壷に促すこ
とにより､児童の思考はゆさぶられる｡そし
て､その不均衡な状憶を調燈し均衡化するた
めに､より現実的な思考水準や表現活動に再
帰的に一端戻らせることが分かった0
本柄の再帰的事例としては､思考について
は仲野認知(property Noticlng)から初脈的認
織(Prlm'lVe KJ10Wing)まで､表現について
は記号的表現から操作的ぷ現､言LIPj･的表現か
ら図的表現などに､考え説明するために､児
和がfIら判断し戻らせているところである｡
このように､本時の一沓例だけ見れば､推
論の脱走をふまえた｢規則発見の授業モデル ｣
は､児塵に多様な思考と表現活動を促し､次
の思考水準である形式化(FomalSlng)-の前
井を生むことにおいて､有効であったと考え
られる｡
(4)｢規則発見の授業モデル｣の今後の課
磨
今後の成増としては､事例を増やすことが
まず第 1にあげられるO本時のような税則･
法則などを兜見する授凝内容は､算数の教育
課程では比較的多い｡
例えば､士.角形の内角の和が180度であ
ることを類推的･帰納的に雅兄し､四角形の
内角の和が360度であることを演締的に現
明する活gTjJがあるOこの叩例は杉能 ･頒崎
(2009)がすでに離告しているところである｡
次に､2- (1)で小山が3つの数学的思
考 (直観的思考+ 反省的思威ご 分析的思
考)を位置/3け､3つの思考U)柏_TL作用的関
係によって､数学的理解o)水準が ヒflJ･するこ
とを述べ､この横軸の思考を1- 3時間粗度
の授業に適用することを想定していることを
述べたが､本時の授業の場合は､それらを1
時帆で行っている｡
今後､例えば規則を帰納するまで1時間､
その規則を使って演緯的に説明する時間 1時
間といったカリキュラムづくりのバリエーシ
ョンも考えられる｡これらは指導する内容と
児童の実態による所が大きいと考えられる
が､効果的なカリキュラムの構成を今後考え
ていく必要がある｡
いずれにしても､｢見通しをもち筋道を立
てて考えたり表現したりする力をT･:.iめてい
く｣目標を実軸するために､芥教科に有せら
れる)切符が特に大きいことは1で述べた通り
である｡
そこで多くの教師が放椎的考えや･)T湖佃勺考
え･演縛的考えを育てる授業の過程を考える
際のよりどころとなる授業モデルをホナこと
は意歳があ7,)と考えるO多くの実践を通して､
より榔鰍化されたモデルに仕上げていきたい
と考えているところである｡
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